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Hinweise zur Benutzung des Buches

Ziel des Buches ist ein Einstieg in die Mathematik ohne Voraussetzungen; es reicht die
Bereitschaft zum Lesen und zum griindlichen Uben. Es regt an, mit dem Wissen, das
dieses Buch vermittelt, je nach Bedarf in weitere Gebiete der Mathematik, vielleicht sogar
in die ,,Hohere Mathematik* einzusteigen. Das Buch stellt das ,,mathematische Hand-
werkszeug® bereit, das jeder souveridn beherrschen muss, der tiefer in die Mathematik
eindringen mochte.

Struktur des Buches

Dem Lernenden soll die Moglichkeit geboten werden, sich auf die wenigen Bereiche zu
konzentrieren, deren Studium besonders dringlich erscheint. Deshalb sind die einzelnen
Kapitel so aufgebaut, dass sie unabhingig voneinander erarbeitet werden konnen.

Am Anfang eines neuen Themenbereiches wird durch das nebenstehende
Logo auf notwendiges Vorwissen hingewiesen, so dass Sie als Leser sofort
erkennen, ob Sie das eine oder andere Thema noch einmal auffrischen miis-
sen.

Innerhalb des Textes finden sich weitere Hinweise auf bereits an anderer Stelle bespro-
chene Definitionen und Formeln. In jedem Kapitel werden Formeln und Definitionen,
Abbildungen, Beispiele sowie Aufgaben eigenstindig durchnummeriert. Der Hinweis auf
Bild 3.4 verweist somit auf das dritte Kapitel und dort auf die vierte Abbildung. Versteht
man einzelne Begriffe nicht, hilft sicherlich das Glossar im Anhang oder ansonsten das
ausfiihrliche Sachwortverzeichnis weiter.

Durchgingig werden im gesamten Buch die Fachbegriffe erkldrt und um Informationen
zur Wortherkunft ergénzt. Gerade an weiterfithrenden Schulen wird sehr viel Wert auf die
miindliche Beteiligung im Unterricht und die richtige Verwendung der Fachtermini® in
den Klausuren gelegt. An den Hochschulen und in der dort empfohlenen Literatur gehdren
diese Begriffe zum normalen Sprachgebrauch. Sie werden sehr schnell erkennen, dass
sich einige Begriffe oder Silben 6fters wiederholen und Thnen an ganz unterschiedlichen
Stellen begegnen. Wenn Sie einmal gelernt haben, dass mit ,,Substitution‘ ein Austausch
gemeint ist, worauf das lateinische Verb ,,substituere* in der Bedeutung ,.ersetzen, an
die Stelle setzen* hinweist, haben Sie alsbald auch eine gute Vorstellung, was sich
in der Mathematik hinter einer Variablensubstitution oder einem Substitutionsverfahren
verbergen konnte. Dass in der Chemie unter einer Substitutionsreaktion eine chemische
Reaktion verstanden wird, bei der Atome oder Atomgruppen ausgetauscht werden, ist
dann ebenso klar, wie der Begriff ,,Substitut” aus dem Munde eines Wirtschaftswis-
senschaftlers. Die Bedeutung von ,,substituere* werden Sie spitestens dann nicht mehr
vergessen, wenn Thnen der Obsthéndler statt der gewiinschten, aber leider ausverkauften
Birnen, als Substitut nun Apfel einpackt.

D terminus (lat.): Abgrenzung. Die Terminologie beschreibt die Fachbegriffe eines Wissensgebietes.
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An passender Stelle wird im Text mit dem Symbol #9 auf Ubungsaufgaben hingewiesen,
die jeweils am Ende eines Abschnittes zu finden sind. Dort ist auch ein Hinweis auf die
zugehorigen Losungen angebracht.

g Das Symbol €) zeigt, dass es zusitzlich zu der Losung auch einen kommen-
tierten Losungsweg gibt. Alle Losungskommentare sind in einem digitalen
Buch zusammengefasst, dass Sie in Thr virtuelles Regal in der EUROPATHEK
stellen konnen. Die kostenlose Freischaltung der digitalen Losungen ist auf
der Riickseite des Umschlags beschrieben.

) Das Warndreieck weist auf typische Anwendungsfehler hin, aber auch auf
kleine Tricks, mit denen man sie umgehen kann.

Hinweise, die zwar wichtig sind, aber den Lesefluss storen konnten, sind eingeriickt und
durch das Symbol = markiert.

Da die meisten Leser einen Taschenrechner und vielfach auch einen Computer besitzen,
wird bereits im ersten Kapitel die Einsatzmoglichkeit elektronischer Hilfsmittel bespro-
chen. Hinweise zur konkreten Anwendung in der Mathematik finden sich dann spiter bei
den jeweiligen Themen.

Der Einsatz eines Taschenrechners (TR) wird durch das nebenstehende
Logo signalisiert. Die Angabe der einzelnen Handlungsschritte soll es den
Lesern ermoglichen, den Taschenrechner als alltigliches Rechenhilfsmittel
einzusetzen und die volle Bandbreite seiner Funktionen zu nutzen. In diesem
Buch orientieren wir uns in erster Linie an dem Modell Casio fx-991 ES, das
eine enorme Leistungsfihigkeit mit einer einfachen, fast intuitiven Bedienbar-
keit verbindet. Daneben sind die Hinweise aber auch so gestaltet, dass jedes
andere Modell verwendet werden kann.

Programmierbare und grafikfdhige Modelle werden bewusst nicht besprochen, da sie
um ein Vielfaches teurer als normale Taschenrechner sind, z.Z. im Unterricht — wenn
iiberhaupt — leider nur eine Nebenrolle spielen und meistens in den Priifungen nicht
zugelassen sind.

Neben der Nutzung als Rechenhilfsmittel konnen die Gerite auch zur Veranschaulichung
von mathematischen Zusammenhéngen eingesetzt werden.

Da auf den meisten Computern, sei es am Arbeitsplatz oder im Privatbereich,
ein Tabellenkalkulationsprogramm installiert ist, werden auch Hinweise
auf dessen mathematische Anwendungsmoglichkeiten gegeben.

Wegen seines hohen Verbreitungsgrades orientieren wir uns bei der Beschrei-
bung der Befehle an Excel; vielfach konnen diese aber auch bei anderen
Tabellenkalkulationsprogrammen (z. B. Calc aus der OpenOffice-Reihe) ver-
wendet werden.

Der Einsatz einer Tabellenkalkulation ist didaktisch sinnvoll, da die Leser
dadurch die Moglichkeit bekommen, eine allgemeine Losung fiir ein mathe-
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matisches Problem zu erstellen, um diese dann mit den Zahlenangaben von
speziellen Einzelsituationen schnell iiberpriifen zu kdnnen.

Zusitzlich zu den reinen Rechenprogrammen gibt es Computeralgebrasysteme (CAS),
die auch Ausdriicke mit Variablen verarbeiten konnen.

C

A Aus der groflen Vielfalt der Programme wurde Derive ausgewihlt, da dieses

S Programm im Schulbereich immer noch gerne eingesetzt wird. Es ist einfach
in der Handhabung und ermdglicht dem Benutzer auch eine schrittweise
Darstellung von Losungsprozessen.

Auch in der Mathematik gilt wie in jedem anderen Beruf der Grundsatz: Technische
Hilfsmittel kann man erst dann effektiv nutzen, wenn man sich bestimmte handwerk-
liche Grundfertigkeiten erarbeitet hat. Und zu den handwerklichen Grundfertigkeiten
der Mathematik gehoren sicheres Zahlenrechnen sowie gefestigte Kenntnisse der ele-
mentaren mathematischen Grundgesetze.

Um die Informationen zu den Programmen oder Hinweise auf interessante Internetseiten
auch nach Drucklegung moglichst aktuell zu halten, gibt es eine begleitende Internetsei-
te, auf die ein Logo in diesem Buch aufmerksam macht.

Die Seite http://www.europa-lehrmittel.de/56085.html bietet unter

W dem Reiter ,,Links / Downloads* eine Sammlung weiterfithrender Links ",
Dateien zum Herunterladen und — sobald bekannt — Fehlerkorrekturen zum
Buch an.

Inhalt des Buches

Auch wegen der gerade vermerkten Erkenntnis zu den Grundfertigkeiten im Zahlen-
rechnen wird im ersten Kapitel die Zahl, als Grundgrée der Mathematik, in ihren ver-
schiedenen Darstellungsformen besprochen. Neben den natiirlichen Zahlen lernen Sie die
Briiche und Dezimalbriiche kennen. Die zahlreichen Ubungsaufgaben geben ausreichend
Gelegenheit, den Umgang mit den besprochenen Rechentechniken zu iiben.

Das nichste Kapitel, Arithmetik », erklirt den Umgang mit mathematischen Ausdriicken,
die auch Buchstabensymbole, sogenannte Variable, enthalten. Es behandelt neben dem
Rechnen mit Klammern das Potenzieren, das Wurzelziehen und das Logarithmieren.

Mit diesem Wissen aus der Arithmetik konnen Sie in der elementaren Algebra® das
Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen verstehen.

D' Link ist die Kurzform von Hyperlink, einem elektronischen Querverweis. Durch Anklicken eines Hyper-
links gelangt man zu einem Bereich mit weiteren Informationen. Der Begriff Link wird als Kurzform fiir
weiterfithrende Adressen im Internet verwendet.

2 arithmos (griech.): die Zahl.

» Das Wort Algebra stammt von dem arabischen Wort ,.al-gabr* ab, womit so viel wie ,,das Ausiiben von
Zwang™ gemeint ist. Im Laufe der Zeit ist aus dem urspriinglichen ,Wiederherstellen‘ und ,Einrenken
von Knochen‘ ein weniger brutales ,Ausgleichen‘ durch Hinzufiigen gleichwertiger Ausdriicke auf den
beiden Seiten einer Gleichung geworden.
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Ein weiteres Kapitel ist den Funktionen gewidmet: Der Erlduterung des allgemeinen
Funktionsbegriffes, der zu den fundamentalen Begriffen der Mathematik zihlt, schlie3t
sich die detaillierte Behandlung der wichtigsten Funktionen der Elementarmathematik
an.

Die Kapitel Planimetrie und Goniometrie beschiftigen sich mit der Geometrie von Fli-
chen, insbesondere mit der von Dreiecken. Im Kapitel Stereometrie wird die Geometrie
der Korper besprochen.

Den Abschluss bildet ein umfangreiches Glossar?. In diesem Verzeichnis finden Sie
zu den wichtigsten Fachwortern kurze Erlduterungen. Auch die des Ofteren benétigten
Formeln konnen Sie hier im Sinne einer kleinen Formelsammlung nachschlagen. Die
Querverweise zu anderen Begriffen sollen Thnen dabei helfen, die Zusammenhinge
zwischen den einzelnen Themen besser einordnen zu kdnnen.

Das Buch im Unterricht

Mit der Neubearbeitung liegt ein Buch vor, in dem das Augenmerk mehr als bisher auf die
sinnvolle und effektive Nutzung heute vorhandener Rechenhilfsmittel gelegt wird, ohne
dabei die von Lehrenden und Lernenden geschitzten Vorteile der bisherigen Fassungen
— die leichtverstindliche und anschauliche Darlegung des Lehrstoffes sowie die auferor-
dentlich groBe Anzahl von Ubungsaufgaben unterschiedlichsten Schwierigkeitsgrades fiir
die einzelnen Stoffkomplexe — aufzugeben.

Durch die gewiéhlte Anordnung des Lehrstoffes kann das Buch dariiber hinaus sehr gut als
Unterrichtshilfe in Lehrgiingen der Volkshochschulen, betrieblichen Ausbildungsstitten
oder dhnlichen Bildungseinrichtungen verwendet werden, in denen einzelne Teilgebiete
der Mathematik behandelt werden sollen.

Der umfangreiche Lehrstoff wurde auf mehrere, voneinander unabhingig zu erarbeitende
Teilkomplexe aufgeteilt, wobei die methodischen Gesichtspunkte bei der Behandlung
der einzelnen Teilgebiete keineswegs auBBer Acht gelassen wurden. Es wird daher kaum
moglich sein, den Lehrstoff im Unterricht in derselben Reihenfolge darzubieten, in der er
hier im Lehrbuch angeordnet ist. Dies ist aber auch nicht erforderlich, denn das Buch bietet
dem Lernenden die Moglichkeit, den im Unterricht behandelten Stoff zu wiederholen, zu
erginzen und ihn anhand zahlreicher Beispiele und Ubungsaufgaben sich einzuprigen und
zu festigen.

Das Buch zum Selbstlernen

Wenn Sie ohne Anleitung eines Lehrers selbststindig mit diesem Buch die Mathematik
ergriinden mochten, so bendtigen Sie einen Leitfaden, an dem Sie sich orientieren konnen.
Im Idealfall schlagen Sie das Buch auf der ersten Seite auf und gehen Thema fiir Thema
durch. Das Inhaltsverzeichnis ist dabei ein guter Wegweiser.

Zwischendurch werden Sie selbst schon merken, ob Thnen das eine oder andere Thema
gut oder weniger gut gefillt. Inwiefern Sie ,,Jangweilige* Themen iiberspringen konnen,

D glossarium (lat.), glossa (griech.): Zunge, fremdartiges Wort. Hier: Worterverzeichnis mit Erklirungen.
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lasst sich aus der Ferne nicht beurteilen und hiingt in erster Linie von Ihrem Vorwissen ab.
Sie werden aber sehr schnell ein Gefiihl dafiir bekommen, was Sie intensiv durcharbeiten
miissen und was Sie iiberfliegen konnen — denn spitestens ein paar Seiten weiter stellt
sich die Frage, ob Sie die darauf aufbauenden Zusammenhénge noch verstehen.

Nachfolgend mochten wir Ihnen einen typischen Vorbereitungsplan fiir den Ubertritt in die
Oberstufe an die Hand geben. Die Angaben zur Gewichtung sollen eine Richtschnur sein,
wie intensiv das jeweilige Thema von Ihnen in den genannten Abschnitten zu bearbeiten
ist:

(KJurze Wiederholung  [GJriindliches Durcharbeiten [ ]ntensives Lernen und Uben

Fiir Ihren personlichen Plan miissen Sie besonderes Augenmerk auf Thr bisheriges Vorwis-
sen legen! Bedenken Sie auch, dass es durch spezielle Vorgaben seitens Ihrer Lehranstalt
im Einzelfall zu Abweichungen kommen kann.

Ubungsplan zur Vorbereitung auf die Sekundarstufe IT

Bruchrechnung Grundlagen: 1.2.2 [K]; 1.2.3 (K]; 1.2.3.8 [1]; 1.2.4.5 — 1.2.4.7 [G).

Taschenrechner Speichern; Berechnen von Termen: 1.3.1 @

Klammerrechnung Ausmultiplizieren; Ausklammern; Binome; Quadratische Ergin-
zung: 2.3.2 (1.

Bruchterme 233(G.

Potenzrechnung Potenzen, Potenzgesetze; PASCALsches Dreieck; Polynomdivision:
2.4 E]

Wurzelrechnung Wurzeln, Wurzelgesetze; Nenner rational machen; Teilradizieren:

2.5(G).

Gleichungen Prinzip: 3.1.1 (K], 3.1.2 [1]; lineare Gl.: 3.1.3 [1];
Ungleichungen: 3.1.4 (G); Betragsgl.: 2.3.1.2, 3.1.5 (KJ;
Quadratische Gl., pg-Formel, Diskriminante, Vieta: 3.5.1 — 3.5.4 E];
Biquadratische Gl.: 3.5.8 [|]; Hohere Gl.: 3.6 [1].

LGS Nur 2er- und einfache 3er-Gleichungssysteme: 3.4 [1].

Prozentrechnung  3.3.1 — 3.3.5 K]

Funktionen Allgemeines: 4.1 — 4.3 @; Lineare Funktionen: 4.4 E];
Quadratische Funktionen: 4.5 [D

Geometrie Fliche und Umfang Dreieck: 5.4, 5.11.2 @;

Viereck: 5.5, 5.11.1 (KJ; Kreis: 5.11.5 [K].
Strahlensitze: 5.8.3 (K], PYTHAGORAS: 5.9 (1.
Goniometrie, speziell Tangens: 6.1, 6.2, 6.3.1 G).
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Nachdem diese Themen im Unterricht abgehandelt sind, werden Sie zusitzlich den
Abschnitt 2.6 zu den Logarithmen bearbeiten und Ihr Wissen iiber die Winkelfunktionen
im Kapitel 6 vertiefen miissen.

Fiir die Vorbereitung eines Studiums konnen Sie die Liste im Prinzip ibernehmen, sollten
aber je nach Fachrichtung die Geometrie intensiver einplanen. Dariiber hinaus miissen Sie
natiirlich noch zusitzlich die notwendigen Bereiche der Oberstufenmathematik prisent
haben.

Benutzen Sie das Buch parallel zu einer Lehrveranstaltung, so konnen Sie nach Belieben
einsteigen. Die Vermerke zum notwendigen Vorwissen, die Querverweise im Text und das
Sachwortverzeichnis helfen Thnen bei der Orientierung.

Lernen lernen

Mochten Sie sich mit diesem Buch auf eine Priifung vorbereiten, so ergibt sich oftmals
als typische Lernsituation, dass Sie drei Wochen vor einer Priifung noch 65 Seiten
durcharbeiten miissen. Somit sind pro Woche ungefihr 22 und pro Tag rund 3 Seiten
zu bewiltigen. Diese Seitenaufteilung sollte nur eine grobe Voreinteilung sein, denn:

B Lernen Sie immer nach Themengebieten und nicht nach Seitenzahlen!

Versuchen Sie den Lerntext in iiberschaubare Themenblocke einzuteilen, deren Umfang
ungefdhr mit der obigen Seitenaufteilung iibereinstimmt. Das Tagesziel sollte deshalb
nicht ,,3 Seiten* lauten, es sollte sich stattdessen an einem Thema orientieren, was Sie in
dieser Zeit bewiltigen konnen: ,,Ich mochte heute das Prinzip des PASCAL’schen Dreiecks
verstehen und es anwenden konnen.

Beachten Sie auch, dass Buchseiten mit Aufgaben meistens einen hoheren Zeiteinsatz von
Ihnen fordern als Textseiten.

Nachdem Sie den Text gelesen haben, sollten Sie unbedingt die zahlreichen im Buche
vorgerechneten Beispiele sorgfiltig durcharbeiten und erst dann zum nichsten Beispiel
iibergehen, wenn jeder Schritt der Rechnung erfasst ist und der gesamte, dem Problem
zugrunde liegende Gedankengang iiberblickt wird. Manchmal wird in einem Beispiel nur
der Losungsweg skizziert und nicht jeder kleine Zwischenschritt ausformuliert, da man
sonst vor lauter Nebenrechnungen die Grundidee aus den Augen verlieren wiirde. Es ist
dann IThre Aufgabe, dieses Beispiel in Threm Ubungsheft selbststindig durchzurechnen
und um die Zwischenschritte zu ergéinzen. Dabei sollten die Nebenrechnungen nie wahllos
und unsystematisch auf irgendwelchen Schmierzetteln niedergeschrieben werden, sondern
man sollte sie mit genau derselben Sorgfalt ausfiihren wie die Hauptrechnung und sie auch
mit in das eventuell vorhandene Rechenschema einordnen.

Wenn Sie glauben, alles verstanden zu haben, dann sollten Sie unbedingt die Ubungs-
aufgaben zu dem Thema bearbeiten. Thr Ergebnis vergleichen Sie bitte sofort mit der
Losung im hinteren Teil des Buches. Es ist nicht sinnvoll, erst mehrere Aufgaben zu
bearbeiten und dann die Losungen zu kontrollieren. Haben Sie ndmlich einen grund-
satzlichen oder systematischen Fehler gemacht, so iiben Sie ihn nur unsinnigerweise
ein.
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Stimmen die Ergebnisse iiberein, sollten Sie noch weitere Aufgaben rechnen, bis Sie sich
in der Thematik sicher fiihlen.

Meist sind die einzelnen Ubungen einer Aufgabe nach Schwierigkeitsgraden geordnet,
sodass auf die einfachen Einstiegsaufgaben immer anspruchsvollere folgen.

Ist es aus Zeitgriinden nicht moglich, sich mit allen Unteraufgaben zu beschiftigen, so
versuchen Sie zumindest nach dem Motto Anfang — Mitte — Ende einen reprisentativen
Querschnitt zu bearbeiten.

Um die einzelnen Rechenschritte in einem Beispiel oder in einer kommentierten Lésung
besser nachvollziehen zu konnen, sind diese nummeriert (s. a. Bild 0.1). Durch die Kenn-
zeichnung wichtiger Formeln werden die mathematischen Operationen transparenter.

Wichtige Formeln werden
gekennzeichnet: (1a), (1b), ...

Die einzelnen Losungs-
schritte sind Ubersichtlich
nummeriert: [1], [2], ...

Hier wird durch
Einsetzen von (1a) ...

a=b+6
U=2(a+b) b:U:llzzll,Scm

.. die Formel (2
@ a:U+12:17,50m Ieorme(a)J

4 fiir b bestimmt.

... und erhalten
das Ergebnis fiir a.

... setzen wir
(2a) ein ...

In die
Formel (1a) ...

Bild 0.1

Gibt es Abweichungen zum Ergebnis im Losungsteil, so sollten Sie unbedingt die Ursache
dafiir ergriinden. Haben Sie die Aufgabenstellung richtig abgeschrieben? Konnen Sie
einen Fehler in Threm Ansatz oder im Rechenweg finden? Gibt es eine Moglichkeit,
die Zwischenschritte in Form einer Probe zu kontrollieren? Konnen Sie mithilfe eines
Taschenrechners oder eines Computeralgebrasystems den Fehler einkreisen?

Liegt wirklich ein Fehler vor oder wurde nur eine andere Schreibweise verwendet?
Beispielsweise ist das berechnete Ergebnis 0,5x nur anders geschrieben als das mit x /2
im Losungsabschnitt angegebene.
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Sollten jedoch wesentliche Abweichungen von dem im Losungsteil angegebenen Resultat
auftreten, so muss der eingeschlagene Losungsweg noch einmal genau durchdacht und
kontrolliert werden. — SchlieBlich lasse man sich durch falsche Ergebnisse keinesfalls
entmutigen! Aus jedem Fehler, den man macht, kann man neue und wichtige Erkenntnisse
fiir seine weitere Arbeit gewinnen.

Nur derjenige wird seine Sicherheit im Anwenden der verschiedenen Rechengesetze
erfolgreich iiberpriifen konnen, der die Aufgaben in der beschriebenen Weise 16st. Durch
die am Ende des Buches angegebenen Losungen sollte man sich aber keinesfalls dazu
verleiten lassen, die eigene Rechnung so ,.hinzubiegen*, dass man auf die gewiinschte
Losung kommt. Diese Vorgehensweise schadet mehr als sie niitzt, denn in diesem Falle
hat man meist nur die Losung im Auge, auf die man unbedingt kommen will. Man
rechnet dann gedankenlos darauf zu, ohne sich zu iiberlegen, warum man die einzelnen
Rechenschritte unternimmt.

Die Lerngruppe

Die Effizienz einer Lerngruppe oder eines Nachhilfeunterrichtes hingt — eine fihige
Lehrkraft vorausgesetzt — in erster Linie von der Vorbereitung des Schiilers ab. Gehen Sie
nie in eine Sitzung, ohne sich vorher konkrete Fragen iiberlegt zu haben! Fallen Ihnen
keine Fragen ein, so rechnen Sie geniigend Aufgaben zu dem aktuellen Themengebiet,
trennen mithilfe der Losungen im Anhang die richtigen von den falschen Ergebnissen und
sprechen die Problemfille mit der Lehrkraft durch.

Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse und Losungswege auch mit denen Ihrer Mitschiiler und
suchen Sie die Diskussion mit Threm Lehrer oder Tutor V.

Im Zeitalter des Internets haben Sie auch die Moglichkeit, Ihre Fragen oder Rechener-
gebnisse in einem Forum zur Schulmathematik zu verdffentlichen. In solchen Diskus-
sionsgruppen bekommen Sie meist recht schnell eine Antwort und eine Kontrolle Ihres
Rechenweges.

Da es im Internet aber jedermann mdoglich ist, sich zu Threr Anfrage zu @uBlern, haben
Sie leider keine Garantie fiir die Richtigkeit dieser Stellungnahme. Zuverlassiger sind da
betreute Foren, in denen erfahrene Tutoren sich Ihrer Probleme annehmen.

Wer dieses Buch in der angefiihrten Weise bewusst und griindlich durcharbeitet, der
wird bald feststellen, dass es gar nicht so schwierig ist, Mathematik zu erlernen, wie
es hdufig hingestellt wird. Es wird sich zeigen, dass der Erfolg bei fleifiger Arbeit
und fortwihrendem Uben nicht ausbleibt. Ein gediegenes Konnen in der elementaren
Mathematik wird aber nicht nur das Studium der hoheren Mathematik, sondern auch das
Studium fast aller anderen Unterrichtsfacher, vor allem der technischen Wissenschaften,
giinstig beeinflussen.

KI als Lernassistenten

Fiir den Fall, dass keine passende Lerngruppe verfiigbar ist, bietet sich ein KI-Chatbot
als Trainingspartner oder Lernassistent an. Die gezielte Anwendung von Kiinstlicher

D" tutor (lat.): Bewahrer, Beschiitzer, Vormund. Hier: Betreuer einer Lerngruppe.
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Intelligenz (KI) fiir das Erlernen neuer Themen ist besonders in der Mathematik von
Vorteil. Zwar fehlt der personliche Austausch mit anderen Menschen, doch die Vorziige
der KI sind eindeutig: Sie ist jederzeit verfiigbar, erklidrt geduldig und unterstiitzt beim
gezielten Uben — immer im individuellen Tempo und angepasst an die personlichen
Bediirfnisse.

Damit die KI den eigenen Lernprozess nachhaltig férdern kann und einen echten Mehr-
wert bietet, enthélt der Abschnitt 1.3.5 praktische Tipps und anregende Beispiele fiir den
Dialog mit einem digitalen Assistenten.

So geht es weiter

Wer sich mit dem Inhalt des Buches erfolgreich beschiftigt hat, ist geriistet, sich weiteren
Themen zuzuwenden. Der Lehrplan sieht im Allgemeinen vor:

Analysis
» Differenzialrechnung
» Integralrechnung

Lineare Algebra
» Matrizen und Determinanten
» Vektorrechnung

Stochastik

» Kombinatorik

» Wahrscheinlichkeitsrechnung
» Beschreibende Statistik

» Beurteilende Statistik

Riickmeldungen

AbschlieBend sei an dieser Stelle aus dem Vorwort von Herrn Professor Kreul zu einer
fritheren Auflage zitiert:

,,SchlieBlich sei dem Autor noch eine ganz personliche Bitte an die Benutzer dieses
Buches gestattet. Wenn man als Lehrer vor einer Klasse steht, dann merkt man im
Allgemeinen sofort, ob der dargebotene Lehrstoff beim Schiiler ,ankommt* oder nicht, und
man kann sich im weiteren Verlauf des Unterrichts an die jeweilige Horerschaft anpassen.

Der Autor eines Buches dagegen hat in dem Augenblick, in dem er sein Manuskript
schreibt, keinen unmittelbaren Kontakt zum Leser. Er ist sich aber dessen bewusst, dass
es kein vollkommenes Buch geben kann, das die Anspriiche aller Leser vollig befriedigt.
AuBerdem lasst es sich in der mathematischen Literatur auch bei sorgfiltigster Bearbei-
tung kaum vermeiden, dass sich — meist an den ungliicklichsten Stellen — Druckfehler
einschleichen, die dem Studierenden dann unnétiges Kopfzerbrechen bereiten.*

Wenn Sie Verbesserungsvorschlige haben, weitergehende Aufgaben wiinschen oder
Druckfehler entdecken, so teilen Sie uns dies bitte per E-Mail an die Adresse des Verlages
lektorat @europa-lehrmittel.de mit, damit wir es in der nichsten Auflage beriicksichtigen
konnen!



26

Hinweise zur Benutzung des Buches

Autor und Verlag Europa-Lehrmittel
Nourney, Vollmer GmbH & Co. KG
Diisselberger Strafie 23

42781 Haan-Gruiten

E-Mail: lektorat@europa-lehrmittel.de

www.europa—-lehrmittel.de



2.5 Wurzelrechnung 243

6x2 (x3 — xz) — 2% (3)62 — 2x) ) 4x (x2 — 2) -3 — (6)62 — 3) - 2x
(S}
(x = x2)’ (x —2)°
(20x* — 150x) - (14x? + 35x*) — (5x* — 75x%) - (28x + 140x)
(14x2 + 35)64)2
(288x* +36 — 126x) - (72x* — 36x + 63x?) — (72x* + 36x — 63x%) - ...
(72x* 4 36x — 63x2)°
(Bx —7) - (63 —27x) — (42x — 98) - 119 ...+ (288x% — 36 + 126x)
— (133 — 57x)°
(3x* 4+ 6)(x0 — 4%) 4 48(x* + 2)x> — 72(x*H* + 2x%) 4+ 3 072x% + 6 144
x(9xF+2 4 18x2)

d)

g)

h)

)

2.5 Wurzelrechnung

Abschnitt 2.4: Potenzrechnung
Abschnitt 2.3.1.2: Betrag
Abschnitt 1.2.2.3: Primfaktorzerlegung

2.5.1 Radizieren als erste Umkehrung des Potenzierens
2.5.1.1 Der Wurzelbegriff

Fiir die beiden direkten Rechenarten erster und zweiter Stufe, die Addition und die
Multiplikation, gilt das Kommutativgesetz

a+b=>b+a und a-b=>b-a

Deswegen hat jede dieser beiden Rechenarten auch nur eine Umkehrung: Die Umkehrung
der Addition ist die Subtraktion, die Umkehrung der Multiplikation ist die Division.

Das Kommutativgesetz gilt aber nicht fiir die Potenzrechnung, die direkte Rechenart
dritter Stufe, denn es ist

a" #n".
Aus diesem Grund muss die Potenzrechnung zwei Umkehrungen besitzen.
Ist aus der Potenzgleichung

a"=>b

bei bekanntem n € N* und b > 0 die Basis a zu bestimmen, so fiihrt dies auf die
Waurzelrechnung, auch Radizieren" genannt.

Fiir diese neue Rechenart muss eine neue Symbolik eingefiihrt werden. Man schreibt
d'=b & a=7b.
Gelesen wird die Gleichung a = b als ,a ist die n-te Wurzel aus b*.

D radix (lat.) die Wurzel
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Fiir nicht-negative Werte von a und b driicken demnach die beiden Gleichungen

at=>b und a="Vb

denselben Sachverhalt aus; sie sind nur nach verschiedenen Groen aufgeldst.

Bei der Potenzrechnung ist der Potenzwert b gesucht, den man erhélt, wenn man die
gegebene Basis a so oft mit sich selbst multipliziert, wie das der Exponent n vorschreibt.

Dagegen wird bei der Wurzelrechnung die Basis a gesucht, die in die n-te Potenz erhoben
werden muss, wenn man den Radikanden b erhalten will.

In

\"/17 = a nennt man
i W-Exp !
b den Radikanden, Radikand = Wurzelwert
n den Wurzelexponenten, \ _ .
Vb die Wurzel und Wurzel
a den Wurzelwert.

1= Bei der zweiten Wurzel ldsst man gewohnlich den Wurzelexponenten 2 weg und schreibt in

vereinfachter Form
Vb =b.

Man nennt die zweite Wurzel auch Quadratwurzel, da sie die Seitenldnge a eines Quadrates
mit dem Flicheninhalt a® angibt.

Entsprechend liefert die dritte Wurzel, die Kubikwurzel Va®, die Kantenlénge a eines Wiir-
fels", dessen Volumen V = a° betriigt.

Die hier verwendete Definition des Wurzelbegriffes erlaubt nicht, Wurzeln aus negativen
Zahlen zu ziehen. Es wird daher gefordert, dass der Radikand nicht negativ sein darf, also
b >0.

Bei geradem Wurzelexponenten ist dies offensichtlich: Setzen wir den Wurzelwert in eine
gerade Potenz, so konnen wir niemals eine negative Zahl fiir den Radikanden zuriick
bekommen.

Bei ungeraden Wurzelexponenten findet man in der mathematischen Literatur zwei unter-
schiedliche Ansitze:

| 4

Einige Autoren streben besonders in der Schulmathematik ein einheitliches Konzept
an, indem sie festlegen, dass ein Radikand niemals negativ sein darf. Die n-te Wurzel
wird — egal, ob der Wurzelexponent gerade oder ungerade ist — nur fiir nicht-negative
Radikanden b definiert: a = /b fiirb > 0.

Dies hat zur Folge, dass dann schon Gleichungen wie x* + 1 = 0 mit der
offensichtlichen Losung x = —1 nicht ohne Weiteres 16sbar sind.

Um auch solche Gleichungen durch Wurzelziehen 16sen zu konnen, unterscheiden
andere Autoren zwischen geraden und ungeraden Wurzelexponenten:

D" cubus (lat.) Wiirfel
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gerader Wurzelexponent a= b firb >0
ungerader Wurzelexponent a=""b firb >0

a="b =-"/|p| firb<0

Somit konnen diese Autoren fiir ungerade Wurzeln auch negative Radikanden akzep-
tieren.

Da fiir unsere weiteren Uberlegungen diese Kontroverse zweitrangig ist, wollen wir uns
hier dem Weg der Schulmathematik anschlieBen und die padagogisch einfachere Variante
benutzen. Wir definieren deshalb den Wurzelbegriff wie folgt:

Die n-te Wurzel aus b > 0 ist diejenige nicht-negative Zahl a, deren n-te Potenz b
ergibt:

a'=b < a:\"/l?

mit a,b >0 sowie n €& N* 2.51)

Entsprechend dieser Definition kann es keine negativen Wurzelwerte geben.

1= Die Beschrinkung auf positive Wurzelwerte ist ntig, wenn das Wurzelsymbol ein eindeutiges
Rechenzeichen sein soll. Wiirde man ndmlich diese Einschridnkung nicht einfiihren, so konnte
man z. B. dem Zeichen v/4 zwei unterschiedliche Werte zuordnen, nimlich +2 und —2, denn
es ist sowohl (+2)? = 4 als auch (—2)*> = 4. Fiir Aufgaben der Art

VA +V9 - V16 = ?
wiirde es dann eine ganze Reihe unterschiedlicher Losungen geben.

Dagegen hat diese Aufgabe bei Beschrinkung auf positive Wurzelwerte die eindeutige Losung

VA +V9 V16 =2+3—-4=1.
Aus der Definition der Wurzel folgt fiir b > 0

({’/17>" — U =b (2.52)

Bei nicht-negativem Radikanden heben sich demnach Potenzieren und Radizieren mit
dem gleichen Exponenten gegenseitig auf:

B Das Radizieren ist die erste Umkehrung des Potenzierens.

Von diesem Satz wird Gebrauch gemacht, wenn nachgepriift werden soll, ob eine Wurzel
richtig berechnet worden ist.

1= Die zweite Umkehrung der Potenzrechnung, die Logarithmenrechnung, wird im Abschnitt 2.6
behandelt.

Beispiel:
2160 a) /0,0121 =0,11,denn 0,112 = 0,0121.

/—125 " gibt es nicht: Laut unserer Definition der Wurzel darf der Radikand nicht
negativ sein. Ein TR liefert aber moglicherweise den Wert —5.

V256 = 4, denn 4% = 256.
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b) Fira > 0gilt
\3/6137251”, denn (a")® = a™".
Va =4, denn (a@* = a™.
#n A.2.123-2.124 auf Seite 266

Beim Rechnen mit Wurzeln sollte man immer auf die folgenden Sonderfélle achten:

1. Esist stets
V1 =1

denn fur alle n ist 1" = 1.

2. Firalle n € N* gilt

V0 =0
denn unter der genannten Voraussetzung ist 0" = 0.

3. Firb > 0ist
Vb =b

denn es ist b' = b.

(2.53)

(2.54)

(2.55)

w= Das Zeichen v/ wird im Allgemeinen nicht geschrieben. Bei v/ darf dagegen nur der
Wurzelexponent 2 weggelassen werden. Bei allen iibrigen Wurzeln muss der Wurzelexpo-

nent angegeben werden.

zweite Wurzel (Quadratwurzel)

dritte Wurzel (Kubikwurzel)
n-te Wurzel (Radizieren) [\XF ] [ ?/ﬁ] [W ]

Fiir das Wurzelziehen stellen die meisten Gerite folgende Tasten bereit:

Uber die Besonderheiten der Eingabereihenfolge bei veralteten Geriten siehe

Abschnitt 1.3.1.5.

Aufgabe Tastenfolge Ergebnis
V30625 =2 (vV_]306,25( =) 17,5
vesi=2 DI 0JE] 18

8 2
\ 3 =7 (7)8[a%/e]343[ =) 5

Man beachte den Hinweis in Abschnitt 1.3.1.5, Beispiel 1.85!

/4096 = ? 64096[3 4
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WURZEL((radikand) liefert die Quadratwurzel aus der positiven Zahl radi-

kand.

Aufgabe Eingabe Ausgabe

V222,01 =7? =WURZEL(222,01) 149
[ ] Die meisten Computerprogramme benutzen den Befehl SQRT(x) fiir die
= Quadratwurzel ¥ von x. Derive bietet zusitzlich noch ein Wurzelzeichen in

der Symbolleiste an.

Hohere Wurzeln werden als Potenz mit gebrochenem Exponenten dargestellt,
siche Abschnitt 2.5.3.

#n A.2.125-2.126 auf Seite 266

25.1.2 Definitionsbereich und einschrankende Bedingungen

Da wir fiir den Radikanden und fiir den Wurzelwert nur nicht-negative Zahlen zulassen,
ist besonders darauf zu achten, welche Werte die Variablen in einer Wurzel annehmen
diirfen und welche nicht. Die Menge der zulidssigen Variablenwerte beschreibt den Defi-
nitionsbereich D eines Wurzelterms. Man bestimmt diese erlaubten Werte, indem man
den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, den Radikanden, grofler oder gleich null setzt:

Radikand > 0

Steht die Wurzel als Faktor im Nenner eines Bruches, so schrinkt sich diese Menge noch
weiter ein, da man nicht durch die Null teilen darf.

Beispiel:
2.161 a) +/5x Es diirfen alle nicht-negativen Zahlen fiir x eingesetzt werden:
5x>0= x>0 D=[0; +0)
b) V11x2 Hier sind alle Zahlen fiir x erlaubt, da ein Quadrat niemals
negativ werden kann:
11x2>0 D=(—-00; +00)
c) v/ =X —x>0=>x<0 D=(—00;0]
d Vvx+4 Damit der Radikand nicht negativ wird, muss x + 4 > 0
sein. Dies ist erfiillt, wenn x nur Werte grof3er oder gleich —4
annimmt;:

x+4>0=x>-4 D=[—-4;400)

18
e) Zusitzlich zu den unter a) genannten Einschriankungen darf x
7v2x auch nicht den Wert null annehmen, da man sonst durch null
teilen wiirde:
2x >0 = x>0 D=(0; +00)

D square root (engl.) Quadratwurzel
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f)

V/x'++v/x — 3 Setzt sich ein Term aus mehreren Wurzeln zusammen, so muss
jede Wurzel und damit jeder Radikand einzeln bewertet wer-
den; der Definitionsbereich des gesamten Ausdrucks ergibt
sich als Schnittmenge der einzelnen Definitionsbereiche.

In diesem Beispiel erfordert die erste Wurzel, dass x > 0O ist,
die zweite Wurzel erlaubt dagegen nur x > 3.
So wire etwa x = 2 fiir die erste, nicht aber fiir die zweite
Waurzel erlaubt.

D=[0;4+oc0)N[3; +00)

D=1[3;400)

#n A.2.127 auf Seite 266

Entscheidend fiir die Definitionsmenge ist der Ausgangsterm. Schlieit er von vorn-
herein bestimmte Werte aus, so sind diese Werte fiir alle Folgeterme ausgeschlossen.
Treten durch nachfolgende Umformungen weitere Einschriankungen auf, so sind diese
durch entsprechende MaBBnahmen kenntlich zu machen, etwa durch Betragsstriche oder
durch Ausschluss einzelner Werte.

1= Auch wenn der Definitionsbereich nicht ausdriicklich gefordert oder angegeben ist, sollte man
sich immer Klarheit tiber die zuldssigen Zahlenwerte verschaffen!

Beispiel:
2.162
a)

b)

c)

d)

Man vereinfache die Wurzelterme unter Beriicksichtigung ihrer Definitionsbereiche.
(Vi) =2

Die Wurzel ist hier nur fiir x > 0 definiert. Das Wurzelziehen und das Quadrieren
heben sich gegenseitig auf: (y/x~ )2 =xmitx >0

Val =2

Die Wurzel ist fiir alle —co < x < +o00 definiert, da der Radikand x* niemals negativ
werden kann. Wurzelziehen und Quadrieren heben sich hier in der Form auf, dass
V2 = |x| ergibt.

Mit —oco < x < 400 kann die Variable x sowohl einen positiven, wie auch einen
negativen Wert annehmen. Das Wurzelziehen liefert — in Ubereinstimmung mit
unserer Definition — aber nur einen positiven Wert, nimlich |x|.

Greifen wir den Ereignissen schon ein wenig voraus und iiberlegen, welche Werte fiir
x die folgende Gleichung erfiillen: Vx2'=5

Vi2'=5 = x=5 & (x=-5V(x=+5)
Die Probe zeigt, dass beide Werte richtig sind: \/(—5)2 =5 v/ V5?2 =57
VEVar =2

Die erste Wurzel ist nur fiir x > 0, die zweite Wurzel fiir alle —oo < x < +00
definiert. Der gesamte Ausdruck erfordert somit die Beschrinkung auf x > 0. Die
Betragsstriche entfallen aufgrund dieser Einschrinkung:

Vx ovVx? =yx T x=x-/x
VX2 oy Xz =2 Die Variablen sind fiir unterschiedliche Bereiche
definiert: x > 0, —co <y < 400,z >0

N N N Al B3
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Als Verallgemeinerung dieser Beispiele kann man fiir gerade Wurzelexponenten formu-
lieren:

Istn € N*, so gilt

2 = X = b firb > 0 (2.56)
Vb = b fir — oo < b < 00

Man darf also nicht ohne Weiteres gleiche Wurzel- oder Potenzexponenten gegeneinander
,kiirzen“. Es muss stets darauf geachtet werden, in welchem Bereich die Basis b giiltig
ist.

Dies hat zur Folge, dass von gleichen Quadraten nicht auf gleiche Basen, sondern nur auf
gleiche Betrige der Basen geschlossen werden kann:

a> =b* < |a| = |b|.
Es gilt auch a = b = a® = b?, aber nicht unbedingt umgekehrt!

Da der Pfeil nur in eine Richtung zeigt, merken wir uns:

B Quadrieren ist keine Aquivalenzoperation!

Wir werden diesen wichtigen Aspekt in Abschnitt 2.5.4.3 noch einmal vertiefen und an
Beispielen erldutern.

#n A.2.128-2.129 auf Seite 267

25.1.3 Die Berechnung von Wurzelwerten

Algorithmen V), mit deren Hilfe die Berechnung von Wurzelwerten auf die vier Grundre-
chenarten +, —, X und + zuriickgefiihrt werden, gibt es, solange man die Wurzelrechnung
kennt. Allerdings werden sie heute kaum noch verwendet, da es mit Computern und
Taschenrechnern Hilfsmittel gibt, die die gesuchten Zahlenwerte aullerordentlich schnell
und mit groBer Genauigkeit ermitteln konnen. Wir demonstrieren hier ein Verfahren, das
in dhnlicher Weise auch bei der Losung vieler komplizierter mathematischer Probleme
beschritten wird, die sich nicht ausschlieflich auf die Grundrechenarten zuriickfithren
lassen.

Beispiel:

2.163 Y10 soll ohne die Wurzel-Tasten eines Taschenrechners berechnet werden.

Es wird ein Einschachtelungsprinzip, die Intervallschachtelung, vorgestellt, mit de-
ren Hilfe der Zahlenwert von v/10 von Schritt zu Schritt immer genauer angendhert
wird. Das Intervall, also der Zahlenbereich, in dem das Ergebnis liegt, wird von links
und rechts schrittweise eingeengt. Der Grundgedanke ist dabei folgender:

" al (arab.) arab.Artikel, arithmos (griech.) Zahl. Hier: Oberbegriff fiir spezielle Rechenverfahren.
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Da die dritte Wurzel aus 10 bestimmt werden soll, werden zunidchst die beiden
benachbarten natiirlichen Zahlen gesucht, zwischen deren dritten Potenzen die 10
liegt. Das sind 2 und 3, denn

2?=8<10<3' =27
Hieraus lisst sich vermuten, dass v/10 niher an der 2 liegen wird als an der 3.
Also berechnet man mit der 2,1 beginnend in Zehntelschritten die folgenden Zahlen,
bis man wiederum an die Stelle gelangt, an der die dritten Potenzen den Wert 10
iiberschreiten:

2,1°=9261  2,2° =10,648
Schon beim zweiten Schritt erkennt man, dass 2,1 < v/10° < 2,2 sein muss. Da der
Radikand 10 fast in der Mitte zwischen 9,261 und 10,648 liegt, ldsst sich vermuten,
dass auch der gesuchte Wurzelwert etwa in der Mitte von 2,1 und 2,2 liegen wird.
Beim folgenden Schritt unserer Annéherung an den gesuchten Wert wird man daher

von 2,14 ausgehend in Hundertstelschritten weitergehen, bis man wiederum die
Grenze 10 iiberschreitet:

2.14° = 9,800344 2,15° = 9,938 375 2,16° = 10,077 696

Das Grundprinzip des Verfahrens ist also: Uberschreitet der Potenzwert den Wert
des Radikanden, so verkleinert man die Schrittweite fiir die Suche nach dem exakten
Wert auf ein Zehntel der bisherigen Schrittweite und verfahrt damit nach demselben
Schema, das vorher angewendet worden ist:

2 < V10 < 3 ,da 23 -8 <10<27 =33
21 < J10<22 ,da 213 =9261 <10< 10,648 =223

2,15 < V10 <216 ,da 2,15 299384 < 10 < 10,0777 ~ 2,16
2,154 < V10 < 2,155 ,da 2,154 = 9,9939 < 10 < 10,0079 ~ 2,155
2,1544 < /10' < 2,1545 ,da  2,1544% ~ 9,9995 < 10 < 10,0009 ~ 2,1545°

Soll \3/ 10 auf 5 Stellen nach dem Komma ermittelt werden, so findet man auf diese
Weise

V10 ~ 2,15443

Um sich mit dem Verfahren vertraut zu machen, sollte man es selbststindig und auch
fiir andere Werte ausprobieren.

Das Beispiel macht deutlich, wie viel Miihe und Ausdauer notig waren, um derartige Zah-
lenwerte zu berechnen, als noch keinerlei elektronische Rechenhilfsmittel zur Verfiligung
standen.

#n A.2.130 auf Seite 267

2.5.2 Die reellen Zahlen

Abschnitt 2.2.2: Zahlenmengen

Der Pythagoreer ’ HIPPASOS VON METAPONT hat im fiinften vorchristlichen Jahrhundert
die Behauptung aufgestellt, dass es Strecken geben muss, deren Linge man nicht als

D" Anhinger der Lehre des griechischen Mathematikers und Philosophen PYTHAGORAS.
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Quotient zweier ganzer Zahlen ausdriicken kann. Solche Strecken bezeichnet man als in-
kommensurable P Strecken. Das fiihrt auf Zahlen, die unendlich viele Nachkommastellen
besitzen, die sich nicht periodisch wiederholen. Daher reichen die rationalen Zahlen a /b
nicht mehr aus und man benétigt eine neue Klasse von Zahlen, die irrationalen® Zahlen.

Irrationale Zahlen lassen sich nicht als Quotient zweier ganzer Zahlen darstellen. Sie
konnen nur als unendliche, nicht periodische Dezimalzahlen geschrieben werden.

Ein Beispiel fiir eine irrationale Zahl ist v/2' = 1,4142 ... oder allgemeiner die Wurzel
aus einer Primzahl y/prim . Spdter werden wir noch die EULER’sche Zahl e = 2,7182. . .,
siche Abschnitt 2.6.2.2 und die Kreiszahl ©# = 3,1415.. ., siche Abschnitt 5.11.5 kennen-
lernen.

Woher will man wissen, dass \/7 wirklich irrational ist? Die Ziffernfolge konnte sich ja
ab der dreimillionsten Stelle doch noch periodisch wiederholen oder nach der viermilli-
ardsten Stelle abbrechen.

Im zehnten Buch von EUKLIDs? Elementen findet man einen Beweis, der in zeitgemiBer
Sprache hier erldautert werden soll. Man macht dabei eine Annahme, die man Schritt fiir
Schritt zu einem Widerspruch fiihrt. Daraus kann man schlussfolgern, dass die urspriing-
liche Annahme falsch sein muss. Das ist das Prinzip des Widerspruchbeweises.

Wiire /2 eine rationale Zahl, so miisste man sie als Quotient zweier ganzer
Zahlen a und b darstellen konnen:
a
V2 = 5 (*)
Wir wiirden dabei @ und b so wihlen, dass der Bruch a /b nicht weiter zu
kiirzen ist. Somit miissen a und b teilerfremd und verschieden von 1 sein.
Dann gilt

a=+2"b , woraus durch Quadrieren
a* =2 - b*folgt. (%)

Das bedeutet aber, dass a? als Vielfaches von 2 eine gerade Zahl sein muss. Da
aber das Quadrat einer geraden Zahl stets gerade, das Quadrat einer ungeraden
Zahl aber stets ungerade ist, siche Beispiel 2.101, folgt, dass der Zihler a des
Bruches (*) eine gerade Zahl sein muss. Die Zahl a muss sich demnach in der
Form

a=2-k
schreiben lassen. Setzt man dies in (**) ein, so erhilt man
2-ky*=2-b* oder 4k*=2-b*  oder  b* =2k

Aus der letzten Gleichung geht, analog zu den Schlussfolgerungen fiir Glei-
chung (**), hervor, dass b? und damit auch b gerade Zahlen sein miissen.

" commensurabilis (lat.) gleich zu bemessen; in ... als Verneinungsform

2 jr... Form der lat. Verneinung. Irrationale Zahlen sind somit nicht rationale, d. h., ,,unverniinftige* Zah-
len.

3 griech. Mathematiker, 4. / 3. Jhdt. v. Chr.
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Fassen wir zusammen:

» Der Zihler a ist eine gerade Zahl.

» Der Nenner b ist ebenfalls eine gerade Zahl.

» Zihler und Nenner enthalten somit beide den Faktor 2.

» Deshalb konnen wir den Bruch ;—Z durch 2 kiirzen.

Dies bedeutet aber, dass wir die urspriingliche Voraussetzung, dass a und b
teilerfremd sein sollen, nicht aufrecht erhalten konnen.

Dies wiederum besagt, dass die Voraussetzung falsch sein muss. Daraus folgt:
v/2 kann Keine rationale Zahl sein! O

Das, was hier fiir V2 vorgefiihrt wurde, kann fiir alle Quadratwurzeln nach-
gewiesen werden, deren Radikand keine Quadratzahl ist.

AuBer der Menge der rationalen Zahlen, die unendlich viele Elemente besitzt, gibt es
demnach auch noch die Menge der irrationalen Zahlen mit unendlich vielen Elementen.
Beim tieferen Eindringen in die Mathematik hat sich herausgestellt, dass es noch weitere
Zahlenarten gibt, die sich nicht in diese beiden Kategorien einordnen lassen.

Die Vereinigung der Mengen der rationalen und der irrationalen Zahlen wird die Menge
der reellen Zahlen genannt und mit dem Symbol R bezeichnet. Die reellen Zahlen fiillen
den Zahlenstrahl komplett aus.

Die rationalen und die irrationalen Zahlen unterscheiden sich in den folgenden Merkma-
len:
Rationale Zahlen sind ganze oder gebrochene Zahlen, die in Dezimaldarstellung

» als endliche Dezimalbriiche oder

» periodische unendliche Dezimalbriiche geschrieben werden.

Jede rationale Zahl kann in Form eines Bruches notiert werden!

Irrationale Zahlen sind dadurch gekennzeichnet, dass sie in Dezimaldarstellung nicht-
periodische unendliche Dezimalbriiche angenidhert werden, kom-
plett ausschreiben kann man sie logischerweise nicht.

Mit den bereits eingefiihrten Bezeichnungen

N: Menge der natiirlichen Zahlen,
Z: Menge der ganzen Zahlen,
Q: Menge der rationalen Zahlen und

R: Menge der reellen Zahlen

lasst sich folgende Relation zwischen diesen Mengen formulieren, siehe auch Bild 2.21:

NCZCQCR (2.57)

Ein umfassenderer Zahlbereich als die reellen Zahlen wird in diesem Buch absichtlich
nicht behandelt.
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Reelle Zahlen, R
Rationale Zahlen, Q Irrationale Zahlen
(unendliche, nichtperiodische
Dezimalzahlen)
Ganze Zahlen Gebrochene Zahlen
Z={.,;-2,-10,+1,+2;...} (positiv/negativ)

Nattirliche Zahlen
N={0;1;2;...} )
Bild 2.21 Zahlenmenge R
2.5.3 Zweite Erweiterung des Potenzbegriffs —

Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten

Im Abschnitt 2.4.3 wurde der Potenzbegriff, der urspriinglich nur Sinn hatte, wenn
der Exponent eine natiirliche Zahl grofer als eins war, dadurch erweitert, dass auch
Potenzen mit negativen Exponenten sowie Potenzen mit den Exponenten null und eins
definiert wurden. Es zeigte sich dann, dass die Potenzgesetze auch auf diesen erweiterten
Potenzbegriff angewendet werden diirfen.

Es soll nun untersucht werden, ob es sinnvoll ist, auch mit Potenzen mit gebrochenen
1 3 2

m —£
Exponenten zu rechnen. Solche Potenzen wiren 32, 4*,36%, 4" ,5 7 ...

Wenn auch solche Potenzen einen Sinn haben sollen, dann miissen in erster Linie auch fiir
sie die Potenzgesetze gelten. So miisste etwa

N L,
(32> =32 " =3'=3 sein.

Nun gilt aber
V372 = 3, so dass es naheliegt,

1
32 = \/? Zu setzen.

In dhnlicher Weise fiihrt der Vergleich von

3\ 4 3
= = .4 4
(274> —27* " Z27 und <\/4 273> — 273
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auf die Beziehung
3

274 =+

273
Verallgemeinert man diese Beispiele, so kommt man zu einer zweiten Erweiterung des
Potenzbegriffs:

Alle Wurzeln lassen sich als Potenzen mit gebrochenen Exponenten schreiben.

Dabei stimmt der Zihler des Exponenten mit dem Exponenten des Radikanden und der
Nenner des Exponenten mit dem Wurzelexponenten iiberein.

Umgekehrt ldsst sich auch jede Potenz mit gebrochenem Exponenten als Wurzel
schreiben:

m
n

p" = Upm = Up" bR mnecN (2.58)

Es ldsst sich zeigen, dass alle Potenzgesetze auch fiir diesen erweiterten Potenzbegriff
giiltig sind. Die Definition von Potenzen mit gebrochenen Exponenten ist somit sinnvoll.

Beispiele:
2.164 Verwandlung von Potenzen mit gebrochenen Exponenten in Wurzelausdriicke:
2 1
a) 5° =5 =125 b) 16* = V16l = V16 =2
1 1
3 ~3 1 1
) 24302 =243° = {243’ =3 d g’=—=—
42 va
1 1 10
e) x 0B =__ = ) W =u U =4 \/uT
EEa
#9 A.2.131-2.132 auf Seite 267
2.165 Verwandlung von Wurzeln in Potenzen mit gebrochenen Exponenten:
2 N2 4
a) Val=x’ b)) x?= <x5> =x o Vit =u’
o 3
d —=z" e) Va:+b? = (a2+b2)2

an
#n A.2.133-2.135 auf Seite 267

Samtliche Wurzelausdriicke konnen auch als Potenz mit gebrochenem Expo-
nenten eingegeben werden:

Aufgabe Eingabe

V=2 s

]
]

26° =2 26( [ ()4faz)s() ][

2608 = 7 26 O,S[E]

In allen drei Fillen wird als gerundetes Ergebnis 13,551 229 angezeigt.
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Mit dem Taschenrechner ist es sehr einfach geworden, auch ,,exotische* Ausdriicke wie

Ky
YV/2" " zu berechnen:
i 73
V2 o~ 1,172462.

Dieses Beispiel legt nahe, dass der Wurzelbegriff und die damit verbundenen Gesetze auch
auf reelle Wurzelexponenten n € R erweitert werden kann. Wir sollten aber bedenken,
dass fiir irrationale Zahlen numerisch stets nur mit Ndherungen endlich vieler Stellen
gerechnet werden kann — also mit rationalen Niherungswerten.

#n A.2.136 auf Seite 268

254 Wurzelgesetze

Fiir die Wurzelrechnung sind keine neuen Rechengesetze erforderlich, weil sich jede

Waurzel als Potenz mit einem gebrochenen Exponenten schreiben ldsst und damit die

Potenzgesetze auch fiir Wurzeln gelten.

1= Da sich jedoch viele Aufgaben der Wurzelrechnung mit dem Wurzelzeichen bequemer dar-
stellen lassen als mithilfe der Potenzschreibweise, werden die einzelnen Rechengesetze im
Folgenden auch in der Wurzelschreibweise angegeben. Man vergewissere sich jedoch, dass
bei keinem der folgenden Gesetze etwas Neues gegeniiber dem entsprechenden Potenzgesetz
auftritt. Es reicht also aus, die Potenzgesetze zu kennen und sie auf die Wurzelrechnung zu
ibertragen.

2.5.4.1 Addition und Subtraktion von Wurzeln
Wie fiir Potenzen in Abschnitt 2.4.2.1 beschrieben, gilt auch fiir Wurzeln:

Waurzeln lassen sich nur dann addieren und subtrahieren, wenn sie sowohl in ihren
Radikanden als auch in ihren Wurzelexponenten iibereinstimmen.

: Allgemeine Terme wie /a’ 4 /b oder v/a? & b? ... lassen sich demnach
nicht weiter vereinfachen, es sei denn, dass fiir die Variablen a und b be-
stimmte Zahlenwerte gegeben sind. So sind

Va £Vb #Va+£b und va*+b> #a +b.

Beispiel:
2166 a) 5-Vd +8-Vd —11-Yd =2-d
b) 4. VX +2-9x =3 Yx ==+ X
0 Tix):Vx-x¥ =Vt =x? xeR
To(x) : /X - Va3 = Vx4 = x2 x € R

Die beiden Terme T} (x) und 7>(x) lassen sich mithilfe von Potenz- und Wurzelumfor-
mungen scheinbar auf das gleiche Ergebnis x? bringen. Wihrend man aber in 7;(x)
fiir x alle reelle Zahlen einsetzen darf, sind bei 7>(x) nur die nicht-negativen Werte
erlaubt.
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x = —4 liefert im ersten Term das Ergebnis 16, aber beim zweiten Term ist dieser
Wert fiir x iberhaupt nicht zugelassen.

Dieses Beispiel soll noch einmal verdeutlichen, dass alle Potenz- und Wurzelum-
formungen nur im Rahmen des individuell zu bestimmenden Definitionsbereiches
anzuwenden sind! Das ist eigentlich selbstverstindlich, wird aber allzu oft iibersehen.

d a- Yqg-b-Yqg+c-Yqg—-—Yqg=@—Db+c—1)-Yq
e) VA +5 =I27+64+125 =216 =6
)  VBI'—V81I'=9-3=6

#1 A. 2.137 auf Seite 268

2.5.4.2 Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten

Nach den Potenzgesetzen gilt fiir a,b > 0
1 1 1

a" -b" =(@a-b)"
Ersetzt man die gebrochenen Exponenten durch Wurzelzeichen, so erkennt man:

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten lassen sich multiplizieren, indem man das
Produkt der Radikanden berechnet und dieses mit dem gemeinsamen Wurzelexponen-
ten radiziert:

Va Vb =Va-b ab >0 (2.59)

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:

Die Wurzel aus einem Produkt kann dadurch gebildet werden, dass man die Faktoren
einzeln radiziert und danach das Produkt der Wurzeln ermittelt:

Va-b=a- Vb a,b>0 (2.60)

Beispiel:
2167 a) V6 -8 -3 =1v6-8-3 =144 =12

b V6 VA9 V639 =3/(6-v3+9)(6-v3 -9)
—/(6-v3) —92 = 9363 8= /27T =3

) (W—x/lT)zz\/cTz—z-\/cT-\/FJr\/FZ:a—z.\/Eer

) (Vu+ Vo) (V=) =u—v

e) Das geometrische Mittel der n Zahlen ay, ay, as, . . . a, ist der Ausdruck

m={/a-a,-az- ... -a,
Somit ist das geometrische Mittel der Zahlen 6 und 24 die Zahl

m =v6-24 =v144 =12
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und das geometrische Mittel von 12, 45 und 50 ist

my = V12455 :{/(223)-(32-5)-(52-2);\3/(2-3-5)3 =30

#7n A.2.138 auf Seite 268

2.5.4.3

Teilradizieren

Das Wurzelgesetz fiir die Multiplikation erlaubt hédufig ein teilweises Wurzelziehen. Man
versucht dazu, den Radikanden in zwei Gruppen von Faktoren zu zerlegen: solche, aus
denen die Wurzel glatt gezogen werden kann und solche, bei denen dies nicht moglich ist.

Beispiel:

2.168 a)
b)

d)

€)

g)

h)

V72a%b = /364 -2b = /62 -\/2b = 6|a| - \/2b
V131220 =2

Bei grofleren Zahlen ist eine Primfaktorzerlegung des Radikanden hilfreich, siehe
Abschnitt 1.2.2.3: ) 5
131220 =2%.3%.5! =22. (3*)7.5! = (2.3%)". 5

V131220 =4/ (2-34)7 V5 =2-3* V5 =162 - V5
J9720000 = v/25-35 . 5% = {/(22)° 3357 . /325 = 22.3.5. /45 = 60- /45
3-V125 —2-v/20 —3-/180 +6 - V45 =?

Hier ist in jedem Radikanden eine Quadratzahl als Faktor enthalten. Daher lassen
sich die Wurzeln wie folgt vereinfachen:

=3.v25-5-2-V/4-5-3.-v/36-5+6-v9-5
=3.5v/5-2.2:v/5-3.6-V5+46-3-V/5=11-5
(\3/612 — \3/17> (\3/CT+ /b2 ) = Va? + Vab? — Jab — Vb3
=a+ V(aby? — Vab —b
{l/an—z', \"/an+3' — (l/an—z a3 = \"/a2n+1‘ — (l/a2n ca =a?- \n/CT
a) Varb3 =va? Vb2 b =la|-b-Vb

Die Betragsstriche bei b entfallen, da der Ausdruck /b eine Beschrinkung im
Definitionsbereich von b zur Folge hat: D, = R=°

B) Va*b’ =va* Vb2 Vb =d*>-b-Vb
Die Betriige entfallen komplett, da zusitzlich zu den in o) genannten Kriterien a? nie
negativ werden kann und sich somit eine Fallunterscheidung eriibrigt.

Wann sind Betragsstriche erforderlich und wann nicht?

@) Va? = |x] B) Vx =|x| y Vxr=/lx]
§) =Y o Vit =22 O VAl = |xf

m VA= /i) VA= {0 V=[x Y
K) Vi = Yx ) Vi =x- X 1) VxS =x2 X
V) VxS =x-Yx &) VxS =x-Va? 0) Vxl =x*-¥x
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Fiir « bis o gilt x € R=%  ansonsten x € R.

Modelle, die iiber einen speziellen mathematischen Ausgabe-Modus verfii-
gen, liefern fiir quadratische Wurzeln auch teilradizierte Ergebnisse:

Aufgabe Eingabe Ausgabe

-1 ] 27
V5769 =7 [yT]5769 =]  3V641
#7 A.2.139-2.142 auf Seite 268

Mochte man das Teilradizieren wieder umkehren, also einen Faktor, der vor dem Wurzel-
zeichen steht, unter die Wurzel holen, so muss dieser Faktor in die Potenz des Wurzelex-
ponenten gesetzt werden. Fiir nicht-negative Faktoren gilt:

a>0: a- Vb =Yar - -Ub = Var b

Beispiel:
2169 a) 3-V7 =327 =63
b) 4.-V18 = V4. 18 = V1152

2
c)  Der Faktor x > 0 soll mit unter das Wurzelzeichen gebracht werden: x - 4/ 1 — Y

x2
yz / y2 y2
X 1—?_— x2- 1—7_— x2-<1—2> = xz_yz

Bei negativen Vorfaktoren ist zu beriicksichtigen, dass man nur den Betrag des Vorfaktors
unter die Wurzel holen kann, denn der Radikand darf auch bei ungeraden Wurzelexpo-
nenten nicht negativ werden. Vor die Wurzel muss ein Minuszeichen gesetzt werden:

a <0,nungerade: a- Vb =—/|al" - Vb = —/|al* b = —Y/—a"- b

Beispiel:
2170 a) —5-V11'= V5211 = —/275
b) —2- V10 =—v23-10 = —/380
c)  Schreibe fiir beliebiges k unter eine Wurzel: 3k - V5x2
k>0: 3k-V5x2 = /(3k)? - V5x2 = VA5 k2
k<0: 3k-V5x2 = =Bk -V5x2 = —/45k2x%
k=0: 0 (Trivialer P Fall, wird hier nicht weiter betrachtet.)

d)  Schreibe fiir beliebiges f unter eine Wurzel: 2 f - V7a%b
f>0: 2f V1% = JQf) - V1a’b = V22443 f5

f<0: 2f- V7% = =/ (2\f]) - V7ab = — /22403 | f[
= —/—2244%b f5

D trivialis (lat.) gewohnlich. Lieblingsvokabel der Mathematiker, speziell fiir Erkenntnisse, die sich direkt
aus einer Definition ergeben und deshalb nicht weiter erdrtert werden miissen. Die Verwendung als
Adjektiv erfolgt meist im Sinne von ,,sehr einfach.
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e)  Wenn der Radikand schon einen nicht-negativen Wert fiir die Variable einfordert,
entféllt die Fallunterscheidung:

vy = /() - YAy = /32y y>0

1= Tipp: Man nutze diese Umkehrmoglichkeit zur Kontrolle der Ergebnisse, die man beim Teilra-
dizieren erhalten hat!

#n A.2.143 auf Seite 269

2.5.44 Division von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten

In dhnlicher Weise wie bei der Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Wurzelexponen-
ten ldsst sich herleiten, dass gilt:

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten kénnen dividiert werden, indem man den
Quotienten der Radikanden mit dem gemeinsamen Wurzelexponenten radiziert:

a a
Y == a>0,b>0 (2.61)
Vb b

Entsprechend gilt fiir die Umkehrung

Einen Bruch kann man radizieren, indem man Zahler und Nenner fiir sich radiziert und
die entstehenden Wurzelwerte durcheinander dividiert:

N

n

a
- = a>0,b>0 2.62
bW | T 262

Beispiele:

2171 a) V728 =V72:8 =9 =3

VX x
b)  x': == ,/-
v vy
x darf alle nicht-negativen Werte annehmen, fiir y muss aber die Null ausgeschlossen
werden, da y im Nenner steht, also (x > 0) A (y > 0).

©)  VBla%bT : V3ab = {/(81a%7) : Gab) = V27a%° =3ab> Y& a,b €R

84 V84 2-v21 1
d V0,84 =4/ — = = = —v21
) 08 100 /100 10 5

210 1
Y021 = ¢/ = — V21
9 V0 1000 — 10210
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b Ve o) (a0 =u— 't
@I )
— u-\U + v-JU
(= u T v
+ v-u v U
—( vV vV
0

Hier noch einmal ausfiihrlich ein Schritt der Zwischenrechnung:
—uy/v. =Vt [u*v S
= = — _— - uv
Vu N u

Die Schreibweise einer Zahl mithilfe des Wurzelzeichens charakterisiert stets
den exakten Wert dieser Zahl. So liefert

V180 2 = 180

Fiir das praktische Rechnen verwendet man normalerweise Ndherungswerte
mit so vielen Stellen hinter dem Komma, die der geforderten Genauigkeit der
Berechnung entsprechen. So kann man etwa fiir /180 den Wert

V180 =~ 13,4164

verwenden, muss sich dabei jedoch dariiber im Klaren sein, dass das Quadrat
von 13,4164 nicht 180 ist, sondern 13,4164% = 179,999 788 96. Bei den
meisten Aufgaben reichen im Allgemeinen vier oder fiinf Stellen nach dem
Komma aus.

Ahnlich, wie man die rationale Zahl 2/3 nicht durch den Niherungswert
0,666 67 ersetzen sollte, ist auch bei den irrationalen Zahlen zu verfahren.
Man sollte moglichst lange mit den Symbolen 2/3 oder 6v/5 fiir v/180
arbeiten und erst zum Schluss eine gerundete Ndherungslosung angeben.

#n A.2.144-2.145 auf Seite 269

2.5.4.5 Rationalmachen des Nenners

Benotigt man einen Niherungswert fiir den Bruch 1/ \/7 , dann muss man — wenn
man nicht weiter iiber die Aufgabe nachdenkt — den Zihler durch die Irrationalzahl
\/7 = 1,41421... teilen. Je genauer das Ergebnis sein soll, umso mehr Stellen nach
dem Komma miissen dann fiir v/2' verwendet werden.

Einfacher ist es jedoch, durch eine natiirliche Zahl zu teilen. Man erweitert deshalb den
Nenner so, dass man dort eine natiirliche Zahl erhélt:

1 1-v2 2 1,41421
V2 :fz ‘ ~0,70711

V2 V2 v2 2 2

Da im Nenner nun eine rationale Zahl erscheint, wird diese Vorgehensweise Rationalma-
chen des Nenners genannt.
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= Steht dabei im Nenner eine n-te Wurzel, so muss man versuchen so zu erweitern, dass
im Nenner die n-te Potenz einer Zahl entsteht, denn im Allgemeinen ldsst sich mit einer
irrationalen Zahl im Zihler vorteilhafter umgehen als mit einer irrationalen Zahl im Nenner.

Beispiel:
6 6-4/3 6-+v3
2172 a) —— = Vi \Fzz-x/?
V3 V33 3
64 V82 8 8-v15 8
b) EZW: F: ZZEVIS
32.15 3-v15 3(\/F)
o 2 _ 2-V3  2-93 2 3
VO V93 V2T 3
a a-+/a a-+\a
d _— = = = 0
) T vavas a Ve e>
v e e
e) 7x = 7x x _ Ve X VA — Vx* x>0
Vi R VAT x
f) 3 = = ? Da sich fiir den Definitionsbereich von x aus der Wurzel nur

die Einschrinkung x ## 0 ergibt, ist beim Erweitern folgende
Fallunterscheidung notwendig:

N 0 7 R 7
3/, 13 x| X
[x]
‘ \/a x \3/a-x'
>0:
x e \/ .

/b?
g) o =2 Bei diesem Beispiel entfillt die Fallunterscheidung, da von vorn-
herein x > 0 durch die Wurzel festgelegt wird.

3/b2 \/ x2 \/bzx2 B Vb2x2
x-x2 VX3 X

Steht im Nenner eines Bruches eine Summe, in der Quadratwurzeln auftreten, dann kann
man im Nenner die dritte binomische Formel

(@a+b) (a—b)=a*—0b?

anwenden, um ihn rational zu machen: Erweitern mit dem dazu passenden Wurzelaus-
druck.

B e m () 2 ()
VS-VE (V5 -3 (VS V) 573

Im Nenner steht der irrationale Ausdruck v/5' — v/3, weshalb wir den Bruch mit
V5 4 /3 erweitern, so dass im Nenner die dritte binomische Formel angewendet

werden kann: (f—ﬂ>-<ﬁ+ﬂ>:ﬁ2—ﬂ2:5—3:2

=3+ VIS5
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s 15-(2-v6) 15-(2-v6) s
? 2+J€:<2+¢5)(2_\/g>: 4-6 :7'<W_2>
o a(e=vB) ar(a-vE)

D ) )

o O VEERE) o avmes
2-V5 -3 (z.f_ 3).(2.\/§+\/§) 20-3
34+2-V15

17
| NN (Ve -v2) - (V2 + V6 + V10

S (E) i [ R) + i)
V124 V36 +V60 — V4 V12 —V200 642-V15-2-2-1/5
- (2+2-ViZ+6) - 10 - 4-v3 -2
2 (24+VI5=V5)  (2+VIE-V5) (2VF+1)
o223 1) (23 —1)-(2-V3+1)
43 H242V45 +VI5 -2 V15 V5

4.3-1
4342465 +VIS —2-V15 V5 2443 +5-/5 - V15
N 11 N 11

1= Tipp: Die Rechnung wird einfacher, wenn man direkt zu Beginn im Zihler und
im Nenner v/2" ausklammert und wegkiirzt.

f)  Inmanchen Fillen kann man das dritte Binom auch in die andere Richtung anwenden,
so dass man nicht mit einem Wurzelterm erweitert, sondern durch ihn kiirzt:

a-1 _ WesT)-(Va-1) a-1

2(va +1) 2 (Ja+T) 2

#n A.2.146-2.150 auf Seite 270

2.5.4.6 Radizieren von Potenzen und Wurzeln

Beim Potenzieren einer Potenz diirfen die beiden Exponenten miteinander multipliziert
werden. Dies trifft auch fiir gebrochene Exponenten zu, so dass fiir a > 0 gilt

1 L\"™
@m" = (a")

Schreibt man diese Formel mithilfe des Wurzelzeichens, so ergibt sich

Vam = Va" a>0 (2.63)
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Es ist gleichgiiltig, ob man eine nicht-negative Zahl zuerst potenziert und dann radiziert
oder ob man in der umgekehrten Reihenfolge vorgeht.

Ob man erst potenzieren und dann radizieren oder es umgekehrt machen soll, hingt ganz
von der Aufgabenstellung ab.

Beispiel:
2174 a) 2430 = 2437 =33 =27

5 5
b) V2 — 12xy+42 =+/GBx—2y)% =[3x—2y

Anmerkung: Der Radikand (3x — 2y)? der zweiten Wurzel ist als Quadrat auf alle
Fille positiv, so dass die Wurzel ohne Bedenken gezogen werden darf. Da jedoch der
Ausdruck 3x — 2y sowohl positiv als auch negativ sein kann, ist der Wurzelwert der
Quadratwurzel in Absolutstriche zu setzen, siche Abschnitt 2.5.1.2.

o V5 =9

V/5 " ist das Quadrat einer vielstelligen Dezimalzahl und ldsst sich damit nur sehr
unbequem ermitteln. Vertauscht man hier die Reihenfolge von Radizieren und Poten-
zieren miteinander, so wird die Berechnung wesentlich einfacher.

V5% = Y57 = Y25 ~ 2.9240.
#3 A.2.151 auf Seite 271

Fiir a > 0 folgt schlieBlich aus der Potenzgleichung

m k-m

n &n
a =a

die Beziehung

Ygm = K gkm a>0 (2.64)

Wurzel- und Potenzexponent diirfen mit der gleichen Zahl multipliziert und durch die
gleiche Zahl dividiert werden.

Man nennt diesen Vorgang in Analogie zur Bruchrechnung Erweitern und Kiirzen von
Wurzel- und Radikandenexponenten.

Beispiel:
2175 a) V25 =V =50 =5
p o 8a%T T of (24" s 2a%" b 5[24%b| a,b €R
27¢3d5 3cdS NV 3edd  d 3cd? c,d e R

c) Vu? soll als 12. Wurzel geschrieben werden.

Vid = V33 = Vo
#1 A.2.152-2.155 auf Seite 271
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Nach den Potenzgesetzen muss

sein. Schreibt man dies mithilfe von Wurzeln, so ergibt sich eine Doppelwurzel:
\/Va = A\/¥Va = "VYa a>0 (2.65)

Beim Radizieren einer Wurzel darf die Reihenfolge, in der radiziert werden soll,
vertauscht werden.

Jede mehrfache Wurzel kann auch stets als eine einfache Wurzel geschrieben werden
mit einem Wurzelexponenten, der gleich dem Produkt der gegebenen Wurzelexponen-
ten ist.

Umgekehrt lisst sich jede Wurzel mit einem Wurzelexponenten der keine Primzahl ist
in mehrere ineinander geschachtelte Wurzeln umformen.

Beispiel:
2176 a)  VV2T =V/V2T =3

b V9=V =3

o V=V

O VW =T 3 =V T = Ve =T R = UF
#1 A.2.156 auf Seite 272

2547 Wurzeln mit verschiedenen Wurzelexponenten

Wenn in einem Term unterschiedliche Wurzelexponenten auftreten, ist es meistens vor-
teilhaft, die Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten zu schreiben und dann
die Potenzgesetze anzuwenden.

Beispiel:
2177 a) Va* - Va —a" 4" =a

1 1
172 472 213
b) /3. 3.3 = 3.[3.33} = 3.[33} :{3.33}

1
53 s
:{33} = 39

Vergleiche diese Rechnung mit der in Beispiel 2.176 d.

=
S 1=
+
3=
3
g
+
S
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o (4-vE+ Vo +3YaeT ) (Yot -2 )

1 L2 3 1 1 1
—(4-x2 243 3 438yt 212y Zox? 2
5

5 S 7 13 3
=4.x2 .95 —Bxy+x?y—2-x% .y 43.x7 .y —6.-x* -y

=4 /Ty — 8xy+y- VxS =2y {/aSy 4 3y Rty — 6y Yy

e AP R

Strategie: @ Struktur verbessern = Produkt zweier Briiche
@ 1/... bedeutet Kehrwert bilden = Radikanden umkehren
® Vorfaktor und duflere Potenz unter die Wurzel holen

[<

3 5
12 4

[’}

d)  Schreibe unter eine Wurzel:

#n A.2.157-2.160 auf Seite 272

25.4.8 Riickblick auf die Potenz- und die Wurzelgesetze

Da sich jede Wurzel als Potenz mit gebrochenem Exponenten darstellen lidsst, konnen
die Potenzgesetze ohne Schwierigkeiten auf das Wurzelrechnen iibertragen werden. Um
mit Wurzeln rechnen zu konnen, wiirde es demnach ausreichen, nur die Potenzgesetze zu
beherrschen.

Man verwendet jedoch beim Wurzelrechnen sowohl die Schreibweise mit Wurzelzeichen
als auch die Darstellung durch Potenzen mit gebrochenen Exponenten. Dabei hédngt es
von der Aufgabenstellung, den gegebenen Zahlenwerten sowie den personlichen Rechen-
gewohnheiten ab, welcher der beiden Darstellungsformen der Vorrang gegeben wird.

Wer Aufgaben der Wurzelrechnung schnell und sicher 16sen will, der muss mit der einen
Darstellungsweise genau so sicher umgehen konnen wie mit der anderen. Es wird daher
empfohlen, mehrere Aufgaben mit beiden Darstellungsarten zu 16sen und die auf den
unterschiedlichen Wegen gefundenen Resultate auf Ubereinstimmung zu priifen.

Aufgaben:

Anmerkung: Die Aufgaben, die reine Zahlenrechnungen sind, sollen zunichst ohne Hilfe von
Rechengeriten gelost werden. Danach erst sollte man den Taschenrechner zur Hand nehmen, um
die schriftlich ermittelten Ergebnisse mit dem Rechner zu bestitigen. Das ist zwar zeitaufwendig,
fordert aber das Gefiihl fiir die zu erwartenden Ergebnisse ungemein.
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2.5.1.1
2.123

2.124

2.125

2.126

25.1.2

2.127

Der Wurzelbegriff

Priife ohne die Wurzel-Tasten des Taschenrechners zu benutzen, ob die Wurzelwerte
richtig sind:

a) V50176 = +224 b) +0,121" = +0,11 ¢) 0,001 = +0,1
d) V20736 = +12 e) V—4096 = +4 f) V6562 = +3

g) V@+b?* =+@+b? h) 662596 =+814 i) V132651 = +51
k) v/=0,008 = —0,2

Desgleichen:

a) v/—161051 = —11 b) vV—78125 =5 ¢) Va¥ =d’

d) Va2 —b>=a—b e) /220900 = 470 f) V65 = —0,40207

2 VI9+16 =3+4+4=7 h) v0,0016x2" = 0,2x>
i) 100 -36 =10—-6=4 k) m:x+y

Berechne mit dem Taschenrechner und runde das Ergebnis auf 4 Nachkommastellen:

a) /580 b) /8,74 ¢) 10,0421 d) V0270 e) V6700
f) V10368 g +/0,00648 h) </0,00072 i) 0,766 k) /3025

125 4
) V336 m) /1,625 n) /196,875 o) ’S/H D) {‘/69—2

Desgleichen:

17,42-9,235-482,3 °
0,003 16 - 0,000 1004

0 i;/<1926-63,24~0,8204>5‘ 0 ](\)/<o,608-0,30070,01264-0,0073)3‘

a) v42,6-973-62,1-50,08  b) \3/

615 -8,925-0,00124 14,86 - 9,072 - 0,8001 - 0,006 009

! 3
o 2 62,05% - 30,0314 - 120,043 H ( \/1,o7§ - 30,034 )
147,23 - 40,57+ - /25,64 0,6807 - 3/0,000 82

) v102,4 — /10,24 by (0,07426,2853 N 1,0015-0,00722>2‘

£ 1,0244 0,6023-1/596,2"  0,0954- /3,001

B /62,36 - 0,725 o 4,362-72,533‘4r 0,0763-\4/0,00129‘
1986 - 4323 J75,6 - 6042 0,00242 - 30,0426

1
b 26,483 - /7.824 - 0,1845%\° . 176,42 . /6723 - 24,754\ °
8.474. J1574 - 0,0756 25.76% - \/30.27 - 603,22

Definitionsbereich und
einschrankende Bedingungen

Fiir welche x-Werte aus R existieren die folgenden Wurzeln?

a) VX b) V¥ 0 Vx© d) Jx
e V2 f) Vx’ g VI—x h V/(x—y)?

Y=y’ k) Va2 —x*
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2.128

2.129

2.5.1.3
2.130

2.5.3

2.131

2.132

2.133

2.134

2.135

Vereinfache die Wurzeln so weit wie moglich:

a) V64 b) v/—1 o) ved d) V273 e) Vo4
f Vg Va+b  h) V1256 i) VI—x2 k) {/(8a%5)’

Desgleichen:

a) Var V12 VeE b) V1 —x)F ) Ju—28)° d) V16 Va* Vb8 e

& (T-Va—b)+(5-vb—c)+(@4-ve—a)-(3-vb—c)’
f) 5436 —8-v/64'+7-/121 =9-v/64"  g) 5-v16 —10-v/81 —9-v7/64 +8-+/243’

VIO — (103 4 (41O D) 3L 1_41§/T10
h)(2-V10)* —(10-v2)* +(4-v/10) 1)\/;+,/+4 Vase +4/ o + VAT

Die Berechnung von Wurzelwerten (Losungen ab Seite 873)

Berechne durch Intervallschachtelung die Wurzelwerte und runde auf fiinf Nachkom-
mastellen:

a) V3 b)) V17T ¢ V22 d) V9.8 e 0,005 f) V9 g V5.1

Wurzeln als Potenzen
mit gebrochenen Exponenten (Losungen ab Seite 874)

Schreibe die Potenzen als Wurzeln:

1 2 2 2

1 1 _
a) 43 b) x° c) a?’ d b-c’

e) (be) !

_2 3% _1
f oy’ g z hy m—n) * i) a9 K) a-b>o
Desgleichen:

5 4 1 2
a) a® b) b’ ) ¢? d d e) %
f) X2’5 g) y—2,1 h) Z1,4 1) M_0’75 k) U—0,4n
Schreibe die Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten:
a) V5 b) V2 o V7T d a e) vx
f) Vb3 g vVt hy Va7 ) Va+b k) /a3 =)
Desgleichen:

a) /p° b) Vi o Va+y & m-Yp?
e) "Vxrtl ) “R/m—3n)" g VmE+n? h) 6 vV4a2b3c*
D Vp*g—nr? k) &/xSyo8ulZylayts

Desgleichen:

1 ,/1 1 1 1
— b - d
a) Ja ) r ¢ 7 ) = e 3 Tz
a x? a™ VW 3
H 4/ 9 {5 h) - D= k) ;
b y b* Vot NEIRRVA S
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2.136 Berechne die Zahlenwerte:
1\ 03 1
a) 209 b) 16°7 c) (4) d) 0343° e) 256™'%
2

f) 102401 g) 129679 h) 274,625 i) 7,84>° k) 0,561001'°
2.5.4.1 Addition und Subtraktion von Wurzeln (Losungen ab Seite 874)
2.137 Vereinfache ohne Benutzung der Wurzel-Tasten des Taschenrechners:

a) 7-V2 —13-V2 +V2' +12-V2 b) V4 ++/5 -6

2 5 1 7

c)g-{‘ﬁ—g-\“/c?+§-<‘/57—§<‘/c? d) 9v2 —3V2 + V2

e) 0,7-3/5b +3,1-V5b —04-35b +62-Vab —2,3-/5b

f) 4-92'=5-v/3+42- V2 + V8 +4-v/3-3.-92 - J+38

2) 3-V54+V9 =2 VT 4+2-V5-3—-4-V/5+2-VT

4

h Va —a i) Va3 — b3 k) 2%“

) V123105 —§° m) V2 +2a-Vx2 —4b - Vx> +c-Vx2
2.5.4.2 Multiplikation und Division von Wurzeln

mit gleichen Wurzelexponenten (Losungen ab Seite 874)
2.138 Berechne:

a) V3 V12 b) V2 - /12,5 ¢) V56 -\/14 d) V48 - v/36

e) v45 -v/125 f) V12 - Y18 g) V140 -v35 h) /x - Vdx

i) V4a?b - V18a%b? - Ya - V3a K) 8yz - 6xy - V3xz

) V96uviw - V803 - V576u3uw? - V1202w m) Vart?2 - Van - Varts
2.5.43 Teilradizieren (Losungen ab Seite 875)
2.139 Zerlege den Radikanden in seine Primfaktoren und ziehe die Wurzel teilweise:

a) V27 b) V75 c) V98 d) /320 e) /432

f) V72 g) V45 h) /360 i) V1176 k) /4438

) V160 m) /405 n) v9375 0) V4536 p) V445500

qQ V12960 1) /57408750 s) /5686200000 t) v/45405 868032

, 3\ 2 |

w) V112 +22+52 V) V(=32 +92+ 12 W) <4> +5%40,22
2.140 Teilradiziere die Wurzeln aus Aufgabe 2.125.
2.141 Vereinfache und berechne ohne Benutzung der Wurzel-Tasten des Taschenrechners:

a) 3-v343 —2-175 —=3-vV63 +6-V112 —4-/28 +5-/252
b) V720 — 2242+ /8 —3-v320 +5-V72 +3-/162 — 4 -/605
o) (6-\F—2-m+5.\/§—2.m).2-ﬁ



2.5 Wurzelrechnung 269

2.142

2.143

2.5.4.4

2.144

2.145

) (V243-v3) (3v2+4-vF) o (Va+vh ) (va - Vb))

D (W2 -33+5v6) V6 o (36 -205)

h) V2+v3 vV2-3 i) V2'+ V16 — V54 + /250 — /686
k) 15- 71029 — 8147 — 11 - V648 + 5363 + 4 - /192" — 2\/1875
Desgleichen:

2) (ﬂ+ﬁ)2+(xﬁ—ﬁ)2 b) (\/9+4ﬁ'+\/9—4ﬁ')2
o VV2BHVT VNV VT V52T V52 T

¥ <ﬁ—ﬂ+¢§+m+3\/§—m)-ﬁ

) Va2 —4b2+\/(a +b? —5\/(a+b)(a—b) +4/9 (a® - b2) —\/(a — b)?

H o+ VIT -9 —VIT 9 2+V3) - (2-v3)
b (Vo4 Ve +Va) (V3 -V2) b (Vie-2-98) (292 -3 V4)
K) VT +H+VIT+V13) (VT +VIT =V13) VT —VIT +V13) V1T +V13 —V7)

Bringe den vor der Wurzel stehenden Faktor mit unter die Wurzel
Bei m) sei der Faktor positiv.

a) x-\/y b) 43 ¢) 3a-Yx d) xy-zZ e) 2m- m'
f)x'\/j g)i-% h (VI+V2) VB V2 D) b Ya

\/2161[92 ) u+uv 3 ut — v
m .
av'7b u u? + 2uv + v?

k) (V2 =VID) - VVIT +2-v2 )

Division von Wurzeln
mit gleichen Wurzelexponenten

Berechne ohne Benutzung der Wurzel-Tasten des Taschenrechners:

a) V147 : /3 b) V272 : V17 ¢) V90 : V18 d) V120 : V5

e) \/?:\1352 f) 1/17l :\/4% 2) 13/1l : \3/2g h) NERRVES
i) Va s VaS k) /27 ,/g D 9,/4i ,/27 m) V102 : ,/

Desgleichen:

1or_6r+4ﬁ V3 (15F+5\/W—3\/F) V10

T ) (o) o

o (Vi + Vi) ¢ iy 0 (Vab +avh +bya):a
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3x [x 3 I [xy \ 4 [3y
&) (2\/y 0’4\/xy+3\/2>'15\/2x

h) (\/a5b3'—\/a3b5'> Va2b3

. 6132 315a da 5/ b 2a® 3/5a* 5 )
\/ YR [y —y):

D ( Vb + 2 V22 | 1V s ) (P =y )

2.5.45 Rationalmachen des Nenners

2.146 Mache den Nenner rational:

» V210a%b " - /4504257 - /24ab’ b W : {‘/@  V45003 |

V/84a2b5 Y18uv' - V30udv - V60udn?
Y o —\+7

c) F% va*+x? d) Wn'agﬁ)

) (m—m: (Vm —/n) H @-a):(2+va)

o (v i)t - )

by (@+b):(Va+ Vo) D@m= T (Vam — V)

k) (1207 — 9x\/xy + 20y, /Xy — 8x,/y + 6yy/x — 15)7) : (4y/x = 3,/y")
2.147 Desgleichen:

3T V2 V3 V5 V15
1 3 2 5 /6 5
) g 2) g h) 20- \/; 1) 8 : g k) ﬁ
2.148 Desgleichen:
1 5b Sm a
— b — d
2) NG ) 3v/15a )\ ) vad
o 322 H 1 ) 4md b 4423
3 0/ yn—4 & Vm? V2
. 8 — 125 o 1 -2 D 4a® — 25h2 ) Tm — 3n
J4 V3 v2a +5b v 1m+ 3n
2.149 Berechne:
1 1 9 12
- b ———— - - dH ——
" A2 YAk Y23 Y755
) 6 " 14 ) V5 + /3 b 7v2 +2v/15
V5 + 8 VIO —v3 ¥ 53 7V3 1 3/10
D 414 = 7V/3 " 5+2V6 ) 5 m 24++/3
46 —3VT V5 -2V6 V5 +5 23
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2.150

2.5.4.6
2.151

2.152

2.153

2.154

2.155

Berechne:
\/7+2ﬂ ﬁ+\/7
p V25 b) i;
3\/5ﬁ+5,/1l ﬁ—f
2 3
o X d) 4+ 2/10
VEFY =Y V2 V3 VS
o 1 -2 +3 b 1
1+v2' =3 V2 +V3 -8
2 1
Y sz N 0I5 ViE -Vl
. 2%—6 1
1) k)
-9 242 +V3 +V6
) 2+V6 , | 0.5) V2

WZH2E Ve -2 VD05 (o5 )

Radizieren von Potenzen und Wurzeln

Vereinfache:

0 (5) v () o () 0 ur) e g
n Yy g Ve w xS k) Vabe
Verkleinere den Wurzelexponent so weit wie moglich:

a) V16 b) V16 ) V16 d VBT e) Vo4
f) V25 g) V729 h) V129 i Y6561 k) Y15625

Desgleichen:

a) V2563 b) V40965 o) V2162 d) V100 e) 493
f) V1252 o) V1,44 h) V0,015 i) V128 k) /590497

Desgleichen:

a) Va* b) N o) Va  d) ¥/25x26
e) Yemzn? £ A prikgTn g) /o h) M2/ 5m+10
) €/uk]77p vkp+p K) 1%/64a24 b18 15 412 £10 49 ys 76 4 03 w2

Bringe den Wurzelexponent auf die Zahl, die neben der Aufgabe in Klammern
angegeben ist:

a) /u (6) b) Vo (12) ¢ /X% (8) d) VaSbic® (21)
e) Va+b (20) ) VK2 (4) g Ya¥I—c (18) h) Vakir (15)
) =y @ Kk Vmd (13) ) VaZ—br (18) m) Vmtu—v)* (9
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2.156 Beseitige die Doppelwurzeln:
O RVAVAT b V16 0 V32 d VVa
e) VB —3uPv+ 3uv? — 3 f) /Y pg’ 2) Y/ V/m2nb
h) 3/5/a6b3c9 3 % K) 5 3/x5y10715
\/ Va
2547 Wurzeln mit verschiedenen Wurzelexponenten
2.157 Vereinfache:
a) V6561 b) /262144 ) V1296
w \ \
a [b Ja x  [x 3y slu [o? 1
d b (e Y B o=
) $b a b 2 Jy y X b JU u u?
1
g) \3/m2\/m\5/m8\4/m3 h) Q/a-?/az-\/cT a-Yad Ya
5/ 5. 32 3,57
D Y- VYV N Ve K Z/x X » Vx X '
Vo T Y vx
2.158 Vereinfache:
2
a) V2 V& b) V5 V2 0 V2.3 d \/;\3/;
1 4
e)3§-4§-6ﬂ f) V16 : V2 2) V3 : V2 h ¥32:V2
i)%:{’/? k)76—4:4§ D NARRVEY m)4§:Si
15°Vs 3 9
2.159 Vereinfache:
a) Vx - Jx b) Vv - Vurt - Vur?
4 6
2 - -V2
o) Vm? - Nmnd -V d) V2 V3 V2

V2 V3
e (3VI0 -2 V& +¥25)¥2 0 (VZ+V3)(V2-V7)
2 (4¢§+6-€/T>:ﬁ h) (2\/ﬁ+4-\3/1—6-{‘/37>:<2-\4/7>

3 4
i) W B (V1) V5v2 4T
D a—>b B a—>b m) 100

va—vb  Ja+b 10 — /99’
n) (0,505 — 0,5x70%)? 0) ?Ig_\/?

P V3cvar?
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2.160 Setze in den Term ———— fiir a und z die jeweiligen Ausdriicke ein und
(1+a?)
vereinfache dann den Term.
a) b) c) d) €)
3/x 1 1 1 X
a z - .
2 V1—x2 X 2vx —2 r2 — x2
3 X 1 1 r?
z —— - -
4y/x /(1—x2)3 x? 4x—2)-Vx =2 (r2—x2)3
r>0
2.6 Logarithmenrechnung
Durch Verkiirzung der Arbeit verdoppelten die
Logarithmen die Leben der Astronomen.
Pierre Simon Laplace, 1749-1827
2.6.1 Logarithmieren als zweite Umkehrung des Potenzierens

2.6.1.1 Der Logarithmusbegriff

Wenn aus der Potenzgleichung

a“=>b
bei bekannter Basis @ und bekanntem Potenzwert b der Exponent ¢ bestimmt werden
soll, dann ist diese Aufgabe weder mit der Potenzrechnung noch mit der Wurzelrechnung

losbar. Der Grund ist, dass bei der Berechnung von a¢ die Basis a und der Exponent ¢
nicht miteinander vertauscht werden diirfen.

Zur Losung dieser Aufgabe ist eine neue Rechenart, die Logarithmenrechnung " erfor-
derlich.

Die Auflésung der obigen Potenzgleichung nach dem Exponenten schreibt man in der
Form

¢ = log,(b) (2.66)

und liest? es als ,,c ist der Logarithmus von b zur Basis a*.

B Der Logarithmus entspricht in der Potenzschreibweise dem Exponenten.

D logos (griech) Vernunft, richtige Beziehung; arithmos (griech) Zahl. Der Logarithmus ist demnach die
Zahl, die zwischen Basis und Potenzwert die richtige Beziehung herstellt.
Singular: der Logarithmus; Plural: die Logarithmen.

2 Die Formulierung, ,,den Logarithmus aus einer Zahl ziehen* ist falsch. Wurzeln werden gezogen,
Logarithmen dagegen berechnet.



